Gabarito

Questao 1)

Passo Base: Primeiro, vamos verificar se a formula é validaparan=1:1=(1x
2)/2=1

portanto, a formula é verdadeira paran = 1.
Hipoétese de inducao:

Agora, vamos supor que a férmula seja valida para um numero inteiro positivo k,
isto é:

1+2+...+k=(k(k+1))/2

Passo de Inducao:

Precisamos provar que a formula é verdadeira para k + 1, ou seja:
1+2+ ... +k+ (kt1)=((k+1) (k+1) +1))/ 2

Vamos comecgar somando 1 +2 + ... + kK + (k+1):

1+2+ . +k+(kt1)=(k (k+1))/ 2 + (k+1)

1+2+ ... +k+(kt1)=(k (k+1) + 2(k+1))/ 2

1+2+ ... +k+(k+1) = ((k+1) (k+2))/ 2

Substituindo 1 + 2 + ... + k por (k (k+1)) / 2 temos:

(k (k+1))/2+k+1=((k+1) (k+2))/ 2

(K2 + K)/2 +k+1=((k+1) (k+2))/ 2

(K2 + K)/2 +k+1=((k+1) (k+2))/ 2
K2+K+2k+2=k?+2k+k +2

K2+3k+2=k?+3k+2

Portanto, a férmula é valida para k + 1, e a prova esta completa.

Assim, podemos concluir que a férmula 1 + 2 + ... + n = (n (n+1))/2 é verdadeira para
todo numero inteiro positivo n.



Questao 2

a) Para encontrar a solucdo da recorréncia T(n) = 2T(n-1) + 1 com T(0) = 1,
podemos iterar a recorréncia para os primeiros valores de n e encontrar um
padrao.

TO)=1

T(1)=2T(O)+1=2*1+1=3

T)=2T(L) +1=2*2+1=7

T(3)=2T(2)+1=2*7+1=15

Podemos ver que a cada iteracdo, o valor de T(n) é sempre uma poténcia de 2
menos 1.

Podemos generalizar a solugdo como:

T(n)=2"+ (2D + 2002+ + 21 + 20)

Sendo assim, chegamos a equacéao:

T(n) = 211

Esta é a solucdo da recorréncia deduzida a partir dos 4 primeiros valores de T(n).
b) Iterando a recorréncia quatro vezes, obtemos:

T(n) =2T(n-1) +1

T(1) = 2(2T(n-2) + 1) + 1 = 4T(n-2) + 3 =

T(2) = 4(2T(n-3) + 1) + 3=8T(n-3) + 7

T(3) = 8(2T(n-4) + 1) + 7 = 16T(n-4) + 15

Podemos observar um padrao emergindo, onde cada termo é uma poténcia de
2 multiplicada pelo termo anterior, com um numero constante adicionado.
Podemos escrever isso como:

T(n) = 2* T(n-k) + (2% - 1)

Para k = n, temos:

T(n)=2"*T(0) + (2" - 1)

T(n)=2"+(2"-1)

T(n) = 20" -1



Portanto, temos a solucdo da recorréncia € T(n) = 21 — 1, que é a mesma
solucéo encontrada no item (a).

Questao 3

a) Conforme Cormen, cap. 25, pag. 558, Se o grafo possuir arestas de peso
negativo ndo se deve usar o algoritmo de Dijkstra. O algoritmo de Dijkstra n&o
lida bem com arestas com pesos negativos em um grafo, pois tal situagdo pode
gerar um ciclo. Em geral, € necessario utilizar outro algoritmo, como o algoritmo
de Bellman-Ford, para lidar com grafos que possuem arestas com pesos
negativos.

b) Segundo Cormen, segédo 22.1, pagina 485 “grafos ponderados sao grafos
nos quais cada aresta tem um peso associado, normalmente dado por uma
fungao peso w : E — “. Ou seja, um grafo ponderado € um grafo em que é
atribuido um peso a cada aresta.

Além disso em um grafo dirigido, as arestas tém uma dire¢cdo associada, o que
significa que elas representam uma relacdo unidirecional entre dois vértices.

c) A fila de prioridades em um algoritmo de Dijkstra pode ser implementada de
forma mais eficiente em um grafo esparso utilizando um heap binario ou um heap
de Fibonacci. Ambas as estruturas de dados mantém a propriedade de heap,
permitindo que os elementos sejam acessados em tempo logaritmico. Essa
mudanca na estrutura de dados em relagédo a implementacéo padréo resulta em
uma melhoria significativa na complexidade de tempo do algoritmo de Dijkstra.
Enguanto no algoritmo padrdo o tempo de execucgdo serd O(V?), onde v é 0
namero de vértices do grafo, a implementacao da fila de prioridade minima por
heap binario minimo produz, em grafos esparsos, um tempo de execucao de O
(A log V), onde A é o numero de arestas e V 0 numero de vértices. A
implementacéo da fila de prioridades utilizando o heap de Fibonacci, embora
seja uma implementacdo mais complexa, possui um tempo de execucéo de O(V
logV + A).

d) Em um grafo denso, onde o nimero de arestas é proporcional a V2, o tempo
de execucdo do algoritmo de Dijkstra pode se tornar impraticavel, pois a
complexidade do algoritmo seria, usando um heap binario para a implementacéo
da fila de prioridade minima, de O(V® log V) e caso se utilize um heap de
Fibonacci, seria de O(V3).

Questao 4

a) Para provar que 2 (") = Q(2"), precisamos encontrar uma constante positiva
¢ e um valor de no tal que:

2(*1) <= ¢ * 21 para todo n >= n0



Podemos reescrever 21 como 2 * 2", e assim:

2*2n<=c*2n
Dividindo ambos os lados por 2", temos:
2<=c¢

Portanto, podemos escolher ¢ = 2 e no = 1 (ou qualquer outro valor de
no que seja adequado) para provar que 21 = O(2"). Isso porque:

21 =2 *2n <=2 *2n para todo n >= 1

Assim, a desigualdade é satisfeita para uma constante c =2 e no = 1,
e, portanto, 21 é O(2").

b) A afirmativa é falsa.

Para provar que 22" # O(2"), é necessario assumir que existe uma
constante c, no > 0 de tal forma que:
0<22n<¢. 2", paran=ng

Podemos provar que 2"*2" ndo é O(2") ao mostrar que, para qualquer
constante c e valor de no, existe um valor de n maior ou igual a no para
0 qual a desigualdade

22n <= ¢ * 21 ngo é satisfeita.

Suponha que 2?7 seja O(2"), o que significa que existe uma constante
positiva ¢ e um valor de no tal que 22" <= ¢ * 2", para todo n maior ou
igual a no.

Dividindo ambos os lados da desigualdade por 2", temos:
2n<=¢
Isso implica que 2" € limitado superiormente por uma constante c.

Portanto,a afirmacgéo é claramente falsa, ja que 2" cresce exponencialmente com
n e ndo é limitado superiormente por qualquer constante, pois ndo existe uma
constante ¢ que é maior do que 2" para todo n. Portanto, 22" ndo é O(2").

a)

b)

Questao 5

Em linguagens de programacéo, I-values e r-values s&o usados para
distinguir entre diferentes tipos de expressées e valores. Um I-value é um
valor que se refere a uma localizagdo de memoria, enquanto um r-value é
um valor que é computado e ndo se refere a uma localizagdo de memoria.
A distingdo entre I-values e r-values € um conceito importante em
linguagens de programacgcdo, e € usado em diversas tarefas de
programag&o, como a operagdes de atribui¢cbes, avaliagdo de expressoes
e gerenciamento de memoria.

Em operagébes de atribuicdo, o lado esquerdo de uma atribuigcdo é sempre
um l-value, pois deve representar a localizagdo de memoria onde o valor

sera armazenado; enquanto o lado direito é um r-value, pois deve
representar o valor que sera armazenado na localizagdo de memoria. Por



exemplo, na instrugédo de atribuigdo X =Y, X € um I-value e Y € um r-value.
O valor de Y é computado e armazenado na localizagdo de memoria
representada por X.

Questao 6

(a) Uma avaliagcéo de curto-circuito € uma técnica utilizada para a otimizagéo da
avaliacao de expressdes, na qual o resultado de uma expressao é determinado
sem que todos os seus operandos e/ou operadores necessitem ser avaliados.
Por exemplo, dada a expresséao logica "X && (Y < 10)", em que && representa o
operador I6gico AND, caso X seja FALSO, a expressao é falsa para qualquer
valor de Y, ndo sendo necessario avaliar a expressao "(Y < 10)". Expressodes
aritméticas também podem fazer uso desse tipo de técnica. Por exemplo, a
expressao (42 * X) * (Y /42 - 1) independe do valor de (Y / 42 - 1) se X for igual
a 0 (zero).

(b) A expressédo légica é composta por duas condi¢cbes: a primeira condicdo
verifica se a posicao atual na lista (dada pela variavel "posicao™) € menor que 0
tamanho da lista, e a segunda condicao verifica se o0 elemento na posigéo atual
da lista é igual ou ndo ao valor procurado. Quando o valor procurado ndo existir
na lista, entdo a variavel "posicao" vai, em algum momento, assumir o valor igual
ao valor de "tamanho_lista", que é uma posicao inexistente na lista. Nesse caso,
a primeira condicgéo ira falhar (posicao < tamanho_lista € avaliado como FALSO)
e, portanto, a segunda condi¢do néo sera avaliada devido a avaliagdo em curto-
circuito, e o lago sera interrompido. Isso evita que ocorra um erro de acesso a
um indice inexistente da lista.

Questao 7

a) As linguagens regulares sdo aquelas que podem ser especificadas por
expressodes regulares ou gramaticas regulares e cujas cadeias sao reconhecidas
por autdbmatos finitos.

b) As linguagens livres de contexto sdo aquelas que podem ser especificadas
por gramaticas livres de contexto e cujas cadeias podem ser reconhecidas pelos
autdmatos de pilha.

c) As linguagens recursivamente enumeraveis s&o aquelas que podem ser
especificadas por gramaticas irrestritas e cujas cadeias podem ser reconhecidas
pelas maquinas de Turing.

Questao 8

a) P — OP1P | 1POP | A

b) P — OPO | 1P1]0| 1A

Questao 9



return{number, valor)

return(number, valor)
return(number, valor)

Questao 10

A primeira parte da compilagdo € denominada front-end ou analise. Ela é
constituida pelas seguintes fases:

Analise léxica ou scanning: |é o arquivo do programa fonte, caractere a
caractere, e os agrupa em sequéncias significativas denominadas
lexemas. Para cada lexema obtido do cédigo fonte, o analisado Iéxico
gera um token a ser repassada ao analisador sintatico. Basicamente, o
analisador léxico verificar se as sequéncias de caracteres presentes no
cédigo fonte casam com o padrao de formagao dos fokens da linguagem
de programagao.

Analise sintatica ou parser. recebe como entrada os tokens identificados
e verifica se essa cadeia de tokens é derivavel a partir da gramatica da
linguagem. Dessa forma, o analisador sintatico gera a arvore sintatica
correspondente ao programa fonte.

Analise semantica: utiliza a tabela de simbolos e a arvore sintatica gerada
pelo analisador sintatico para verificar se o programa esta
semanticamente de acordo com as especificagdes da linguagem fonte. As
verificagoes realizadas pelo analisador semantico sdo as seguintes:

- verificagdo de unicidade: verifica se os identificadores foram definidos
uma unica vez;

- verificacao de tipos: verifica se os tipos dos operandos nas operacgoes
sao compativeis entre si e determina os tipos resultantes nas operacoes;

- verificagdo de classe: verifica se a categoria dos identificadores é
compativel com a operacgao.



A segunda parte da compilagdo é o back-end ou sintese. Nesta parte, ocorre a
fase de geracdo de codigo, que tem por objetivo gerar o codigo objeto
correspondente ao codigo fonte analisado.



